
Homework 7
SOLUITONS!

1. Evaluate
∫∞
−∞(x+ 1)2e−x

2
dx

Solution:

∫ ∞
−∞

(x+ 1)2e−x
2
dx =

∫ ∞
−∞

(x2 + 2x+ 1)e−x
2
dx

=

∫ ∞
−∞

x2e−x
2
dx+

∫ ∞
−∞

2xe−x
2
dx+

∫ ∞
−∞

1e−x
2
dx

= 2

∫ ∞
0

x2e−x
2
dx+ 0 + 2

∫ ∞
0

e−x
2
dx

↑ Since 2xe−x
2

is an odd function

Integration by Substitution

u = x2 ⇒ x =
√
u

⇒ du = 2xdx
du

2
√
u

= dx

⇒ 2

∫ ∞
0

x2e−x
2
dx+ 2

∫ ∞
0

e−x
2
dx = 2

∫ ∞
0

ue−u
du

2
√
u

+ 2

∫ ∞
0

e−u
du

2
√
u

=

∫ ∞
0

√
ue−udu+

∫ ∞
0

u−1/2e−udu

=

∫ ∞
0

u3/2−1e−udu+

∫ ∞
0

u1/2−1e−udu

= Γ(
3

2
) + Γ(

1

2
)

=
1

2

√
π +
√
π

=
3

2

√
π

2. Let X ∼ N(µ, σ2). Derive the variance of X without using the Moment Generating
Function of X
Solution:

1



V [X] = E[(X − E[X])2]

= E[(X − µ)2]

=

∫ ∞
−∞

(X − µ)2fX (x)dx

=

∫ ∞
−∞

(X − µ)2
1√
2πσ

e−
1
2(x−µσ )

2

dx

=

∫ ∞
−∞

√
2σ√
2σ

(X − µ)2√
2σ

1√
π
e
−
(
x−µ√

2σ

)2

dx

=
√

2σ

∫ ∞
−∞

(
X − µ√

2σ
)2

1√
π
e
−
(
x−µ√

2σ

)2

dx

Integration by substitution

u =
x− µ√

2σ
⇒ du =

dx√
2σ

⇒
√

2σdu = dx

⇒ u Ranges from −∞ to ∞ When x ranges from −∞ to ∞

⇒
√

2σ

∫ ∞
−∞

(
X − µ√

2σ
)2

1√
π
e
−
(
x−µ√

2σ

)2

dx =
√

2σ

∫ ∞
−∞

(u)2
1√
π
e−(u)

2√
2σdu

=
2σ2√
π

∫ ∞
−∞

(u)2e−(u)
2
du

=
2σ2√
π

2

∫ ∞
0

(u)2e−(u)
2
du

↑ Since (u)2e−(u)
2

is an even function

Integration by substitution

v = u2 ⇒ dv = 2udu

⇒
√
v = u ⇒ dv

2
√
v

= du

⇒ v Ranges from 0 to ∞ When u ranges from 0 to ∞

⇒ 2σ2√
π

2

∫ ∞
0

(u)2e−(u)
2
du =

2σ2√
π

2

∫ ∞
0

ve−v
dv

2
√
v

=
2σ2√
π

∫ ∞
0

√
ve−vdv

=
2σ2√
π

∫ ∞
0

v3/2−1e−vdv

=
2σ2√
π

Γ(3/2)

=
2σ2√
π

√
π

2

2



= σ2

3. Let X ∼ N(µ, σ2). Derive the Moment Generating Function of X
Solution:

MX (t) = E[eXt]

=

∫ ∞
−∞

extfX (x)dx

=

∫ ∞
−∞

ext
1√
2πσ

e−
1
2(x−µσ )

2

dx

=

∫ ∞
−∞

e−
1

2σ2
(−2xtσ2) 1√

2πσ
e−

1
2σ2

(x−µ)2dx

=

∫ ∞
−∞

1√
2πσ

e−
1

2σ2
(x2−2xµ+µ2−2xtσ2)dx

=

∫ ∞
−∞

1√
2πσ

e−
1

2σ2
(x2−2x(µ+tσ2)+µ2dx

=

∫ ∞
−∞

1√
2πσ

e−
1

2σ2
(x2−2x(µ+tσ2)+(µ+tσ2)2−(µ+tσ2)2+µ2dx

completing the square ↑

=

∫ ∞
−∞

e−
1

2σ2
(−(µ+tσ2)2+µ2) 1√

2πσ
e−

1
2σ2

(x−(µ+tσ2))
2

dx

= e
(µ+tσ2)2−µ2

2σ2

∫ ∞
−∞

1√
2πσ

e−
1

2σ2
(x−(µ+tσ2))

2

dx

This function here ↑ is the pdf of X ∼ N(µ− tσ2, σ2)

= e
µ2+2µtσ2+(tσ2)2−µ2

2σ2 (1)

= e
2µtσ2+(tσ2)2

2σ2

= eµt+
t2

2
σ2

4. Let X ∼ N(µ, σ2). Derive the third Moment of X (i.e. derive E[X3]).
Solution:

E[X3] =
d3

dt3
MX (t)|t=0

=
d3

dt3
eµt+

t2

2
σ2 |t=0

=
d2

dt2
[eµt+

t2

2
σ2

(µ+ tσ2)]t=0

=
d

dt
[eµt+

t2

2
σ2

(µ+ tσ2)2 + eµt+
t2

2
σ2

(σ2)]t=0

3



= [eµt+
t2

2
σ2

(µ+ tσ2)3 + eµt+
t2

2
σ2

2(µ+ tσ2)(σ2) + eµt+
t2

2
σ2

(σ2)(µ+ tσ2)]t=0

= [eµ(0)+
(0)2

2
σ2

(µ+ (0)σ2)3 + eµ(0)+
(0)2

2
σ2

2(µ+ (0)σ2)(σ2) + eµ(0)+
(0)2

2
σ2

(σ2)(µ+ (0)σ2)]

= [µ3 + 2µσ2 + µσ2]

= µ3 + 3µσ2
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